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NOTAS SOBRE LA CLAUSURA NORMAL DEL FRATTINI DE UN P-SUBGRUPO
DE SYLOW
Ma Jesús Iranzo Aznar
Dpto . de Algebra
Universidad de Valencia
Dado un grupo finito G y P e Syl (G), se designa con 1(P)G
la clausura normal de j(P) en G . Es conScido que §(P) =§(P)[~(P),G]
y que s plI§(G)j , el p-subgrupo de-Sylow de §(G) está contenido
en §(P) '(L1]) .
El propósito de estas notas es estudiar las propiedades
tipo Frattini de dicho subgrupo y su aplicación a la obtención de
condiciones suficientes para la saturación de Formaciones .
Proposición 1 . Si G es un grupo finito y P e Sylp (G), se tiene :
a) j(P)G es la clausura normal de todo p-subgrupo de Sylow de G .
b) Si N4 G entonces : j(P) GN/N !~I(PN/N)G/N .
c) Si además G es resoluble se sigue j(P) G< G .
Dem .
a)
	
j(P9 )
G
= ~(P9 ) [1 (P9 ) , G] = ~(P)g[1(P)9, G]= (~(P) Cl (P) , G]) g=
=(§(p)G)g = .§(P) G , cualquiera que sea g e G .
b) §(P) GN/N = j(P)[1(P), G] N/N = -§(P)N/N[§(P)N/N, G/NjLj(PN/N)[1(PN/N,G/N
_ §(PN/N)G/N .
c) Sea G finito resoluble, si pp)G = G se seguiría :
G = 1(P) G' , P = Pn1(P)G' _ §(P)(Pt)G')= PnG'
así que P l G'< G que está en contradicción con pp)G = G .
En la Proposición siguiente , obtenemos dicho grupo como residual
respecto de una cierta Formación .
Proposición 2 . Sea X =¡G1 P e Ap , P e Sylp(G)} , donde Ap es la cla-
se de los grupos p-elementales abelianos . Entonces GX = PP) G ,pa-
ra cada grupo finito G .
Dem .
Notemos que X = SA
	
, es por tanto una Formación (14]) . Sea G
un grupo finito, PG/§(P) GE X. En efecto, si PE Sylp(G) Pj(P) G/1(P)
G
es p-elemental abeliano ya que :
P, (P)
G
/, (P) G = Pl(P)Cl(P) ,G] /1 (P)[~(P) , Gj= P/P (11(P)L1(P) , Gj
= P/I(P) (P n [1 (P) , Gj ) e Ap . Así Gx~ pp)G.
Por otra parte, G/GXEX luego si P E Sy1 (G) es PGX/GX E A por
tanto I(P) GX/G?X~ j(PGx/GX) = 1, así ~(P) 11 Gx y 1 (P) GL GX .
P
Corolario . Si G es finito resoluble, para cada primo p con p)IGI
existe un subgrupo normal N de G, N <G, tal que los p-subgrupos
de Sylow de G/N son p-elementales abelianos .
Dem .
Consecuencia inmediata de la parte c) de la Proposición 1 y de la
Proposición anterior .
En lo que sigue, todos los grupos considerados son finitos re-
solubles .
dirá p-saturada si siempre que G/§(P) G
pertenece a X, se sigue que G pertenece a X, siendo P F Sylp (G) .
Definición Una Formación X se
Esta definición no es equivalente a la de p-saturación de Ido-
wu ([3)) . En efecto, probamos :
Proposición 3 . La Formación de los p'-grupos es p-saturada
Dem .
Sea G/t(P) G p'-grupo, PE Sy1 (G), entonces P 6 j(P)G y como siempre
se tiene j(P) G- PG,
P
se seguirá PG = j(P)G .
Supongamos que G es contraejemplo minimal del teorema y sea
N normal minimal de G, entonces G/N es p'-grupo . Si N es p'-gru-,
po, se sigue que G lo es y si N es p-elemental'abeliano, Ne Sylp(G)
obteniéndose la contradicción N = NG G
Sin embargo la Formación de los p'-grupos no es p-saturada se-
gún Idowu . En efecto : _,3( Y- 3 ) = A3 , r3/A3 es 3'-grupo pero 13
no es 3'-grupo .
La p-saturación no es equivalente a la saturación . Asi la For-
mación de los p-grupos no es p-saturada . En efecto, consideremos
G = <a> x,.<b> , con a5 = b4 = 1 y ñ-b (a) = ab = a2
entonces j(<b> )
	
= <b2 > y j( <b> ) G = j( <b> )[1( <b> ) , G]=
<b>) (<b ), lá>] _ 1(,,b>)<a> . Así G/ ~(<b>)G es 2-gru-
po , pero G no lo es .
Proposición 4 . Sea X una Formación p-saturada para todo primo p,
entonces x es saturada .
Dem .
Sea G contraejemplo minimal . Puesto que
Si p111(G)J y P E Sylp (G) , sabemos que 1 < P n j(G)
£j(p) G y se
tiene :
G/.§(P)G/j(G)j(P)G/I(P)GE X luego G/T(P)G/,(G/41 (P) G ) s X
y puesto qué I G/1 (P) G I < 1 GI, se seguirá que G/1(P)G e X luego
por la hipótesis es GeX, contradicción . .
Kramer ( ES] ) obtiene condiciones necesarias para que una
Formación X sea saturada, concretamente demuestra que si X es
una Formación saturada, siempre que GXn P!(§(P) debe seguirsei
GXn P = 1, siendo P E Sylp (G) , cualquiera que sea p, p I IGL Se
tea la posibilidad de encontrar condiciones suficientes, aná-
logas a la anterior, para que una Formación sea saturada . En
este sentido, obtenemos :
Proposición 5 . Si 'X es una Formación y para todo grupo G
todo primo p, son equivalentes :
i) GX n P I I(P) G
ii) GXn P =1
siendo P e Sylp(G), entonces X es saturada .
Dem .
G/1(G) e X, debe , kkser ¡(G)~
y
Sea G contraejemplo minimal, si N es normal minimal de G ,
obtiene G/N eX así N = G'X . Si GX es p-elemental abeliano,
siendo P eSylp (G) y como J~ 1(G), se seguirá :
GXz P n 1(G) b j(P) G
luego GX = 1, contradicción .
plan-
se
GXL P
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